
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکزات پیش اس آسمونۺ
 ظوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب داٍؼلت گزاهی، خَاّطوٌذ است ثِ ًکبت سیز دقیقبً تَجِ فزهبییذ:

 است. ساعت ۴ٍ ٍقت آى  سؤال ۹تؼذاد سؤالات ایي آسهَى 

ضَد ًبم ٍ ًبم خبًَادگی خَد را حتوبً ثٌَیسیذ.ثز رٍی ّز ثزگِ پیص ًَیس کِ ثِ ضوب دادُ هی 

 ای ًٌَیسیذ.ثبلای پبسخٌبهِ غیز اس جَاة سؤالات ّیچ ػلاهت یب ػجبرت هطخصِ يیچخػدر سیز 

آٍری ًوبیذ.را هلاحظِ ٍ جوغ ّبآىتب هسئَل هزثَغ ثتَاًذ  ذیدارًگِی خَد را در دستزس ٍ کبرًبهِ ًبهِیهؼزف 

 ًجبضذ، هجبس است. یشیرثزًبهِقبثلهٌْذسی کِ  حسبةيیهبضاستفبدُ اس 

ثِ ّز ضکل کِ ثبضٌذ، هجبس ًیست. ّبآلوبًبکّب ٍ ّبی ًجَهی، اؼلساستفبدُ اس جذٍل 

ضَد. لذا آى را قجل اس ضزٍع آسهَى ثِ ف هحسَة هیٌّگبم آسهَى ّوزاُ داضتي تلفي ّوزاُ )خبهَش یب رٍضي( تخل

 هسئَل حَسُ تحَیل دّیذ.

 اػلام خَاّذ ضذ. خزدادهبًُتبیج ایي آسهَى در اٍاخز 

ِاست. ضذُِیتْ کامبیز خالقیی تطزیحی ایي آسهَى تَسػ آقبی پبسخٌبه 

 

 سوالات به همراه پاسخ تستیدفترچه 
 دوممرحله 

 ۱۳68سال  ریاضیی المپیاد دوره هفتمین
 

 تذکزات آسمونۺ

 قجل اس پبسخ ثِ سؤالات آسهَى ثِ هَارد سیز تَجِ کٌیذ: پژٍُ گزاهی، خَاّطوٌذ استظوي آرسٍی هَفقیت ثزای ضوب داًص

است. دقیقه ۱۲۰ٍ ٍقت آى  ی تشزیحیمسأله ۶آسهَى ضبهل  ایي 

 ُحسبة در ایي آسهَى غیز هجبس است.اس هبضیياستفبد 

 ُویست داضتي تلفي ّوزاُ )حتی خبهَش( در ؼَل سهبى آسهَى هجبسّوزا. 

 جلسِ حعَر داضتِ ثبضٌذ. ی سؤالات را ثب خَد ثجزًذ کِ تب پبیبى آسهَى درتَاًٌذ دفتزچِ داٍؼلجبًی هیفقػ 

اًجبم ضذُ است. اجرایی ماخ یکمیتهسَالات تَسػ  اًتطبر ٍ ثبستَلیذ ایي 

 

 

 

 مجاس ویست. حساباستفاده اس ماشیه

-                                  ۶                                      ۱۲۰ 
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 ۱۳۶۸سال                          ۷دوره  دوممزحله 

 ی المپیاد ریاضی دوره دوم هفتمیهی  های مزحلهمسأله

 ۱۳۶۸ماه  آموسان کشور، بهمه داوش

 

 ، ًبهسبٍی سیز ثزقزار است.nالف( ثبثت کٌیذ ثزای ّز ػذد صحیح ٍ هثجت        -1

n n
n

1
1

2
  

 کِ ؼَری پیذا کٌیذ ثِ nة( یک ػذد ؼجیؼی 

n
...

1 1 1
1 12

2 3
  

(x  ًوبیص جشء صحیح ػذد حقیقیx .)است 

 

 ای حزکت  گًَِ رٍی کزُ ثِ A ،B  ٍCی  ًقؽِ ضذُ است. سِ رٍی آى دادُ Pی ثبثت  ، ٍ ًقؽRٍِ ضؼبع  Oثِ هزکش  Sی  کزُ       -2

 گذرد. ی ثبثتی هی اس ًقؽِ ABCی هثلث  ّوَارُ کٌج سِ قبئوِ است. ثبثت کٌیذ صفحِ P-ABCکٌٌذ کِ کٌج  هی              

 

اگز        -3
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 ی ّز هسبثقِ ثزد یک  اًذ ٍ ًتیجِ ثبر ثبّن هسبثقِ دادُ داًین ّز دٍ تین یک اًذ. هی تین ضزکت کزدُ mی ٍرسضی  در یک هسبثقِ       -4

 xتین ٍ ثبخت تین دیگز ثَدُ است )یؼٌی ًتیجِ هسبٍی ًجَدُ است(. ثبثت کٌیذ ًتبیج ّز چِ ثبضذ یک تین ٍرسضی هبًٌذ             
 yاس  zثزدُ ٍ  zاس  xٍجَد دارد کِ  zثزدُ است ٍ یب ایٌکِ یک تین  yاس  x، یب yکِ ثزای ّز تین هبًٌذ  ؼَری ٍجَد دارد ثِ

 ثزدُ است.

 

nثبثت کٌیذ ثزای ّز ػذد ؼجیؼی        -5  ی سیز دارای جَاة صحیح ًیست. ، هؼبدل1ِ
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ّبی آى ًسجت ثِ سِ ظلغ هثلث  ی آى هثلث ثَدُ ٍ قزیٌِ ٍفبدار گَیین ّزگبُ در صفحِ ABCرا ًسجت ثِ هثلث  Dخػ        -6

 هشثَر، 

 ثبضٌذ. ّوزس           

ّب حبدُ ثبضٌذ، یب تٌْب یک خػ ٍفبدار ًسجت ثِ آى دٍ ٍجَد  ّبی آى ی ساٍیِ هثلث ٍاقغ در یک صفحِ کِ کلیِثبثت کٌیذ ثزای ّز دٍ 

 دارد ٍ یب ثِ تؼذاد ًبهتٌبّی.
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 ی المپیاد ریاضی دوره دوم هفتمیهی  حل مسأله های مزحله

 ۱۳۶۸ماه  داوش آموسان کشور، بهمه
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PMقزار دارد ٍ OPی ثبثتی است کِ رٍی  ای هثلث ًقؽِ کٌین هزکش هیبًِ ادػب هی   -2 PO
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۴     
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a PM r x y z r( )
2

3 2
3

  

 صفز است سیزا  ظزة ایي ثزدار در ثزدار  هسبٍی صفز است. حبصل

ax x y z r x( )2 

x x y x z x r x. . . .2 

                                                x x r x. .2     

                                                 x r x OPX. .cos
2

2     

                                                PX PX PO OPX. .cos2 2     

PXاست پس  Oالسبقیي ثِ رأس  هتسبٍی OPXاهب هثلث  PO OPX.cos2  کِ اسایٌجب ثزاثز صفز ثَدىa x.  هؼلَم

aضَد. ثِ ّویي تزتیت  هی x a z. . در سِ ثزدار هتؼبهذ صفز است، ایي ثزدار خَد ثزاثز صفز است  aظزة  حبل کِ حبصل 0

 دّذ. کِ درستی حکن را ًتیجِ هی

 

 کٌین  اثتذا ثِ استقزا ثبثت هی       -3
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 ۱۳۶۸سال                      ۷دوره  دوممزحله 

ی   چَى دًجبلِ
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kکِ تٌبقط است. پس  2 . 

 

  zثزدُ است، یب تین  yاس  x، یب yکٌین ثزای ّز تین  را داضتِ است. ثبثت هی« ثُزد»تیوی ثبضذ کِ ثیطتزیي تؼذاد  xفزض کٌین         -4

ًجزدُ است ٍ ثبًیبً ثزای ّز  yاس  xٍجَد دارد کِ اٍلاً  yؼَر ًجبضذ، یک تین  ایي x. اگز yاس  zثزدُ است ٍ  zاس  xٍجَد دارد کِ             

را ًیش ثزدُ ٍ  xّب ثزدُ است، ثزدُ ٍ خَد  اس آى xّبیی را کِ  ی تین کلیِ yثزدُ است. پس  zاس  yثبختِ است،  xکِ ثِ  zتین 

 ثیطتز است کِ تٌبقط است. xاس  yدرًتیجِ، تؼذاد ثزدّبی 

 

pکٌین حذاکثز تَاى ػذد اٍل  اثتذا ثبثت هی       -5 kدر   2 kثزاثز   !  است.  1

 
k k k

p p p
...

2 3
kدر  pتَاى   ! 

k k k k
k

p pp p
...

2 3 1
  

kدر  pپس تَاى  kحذاکثز  !  است.  1

حبلا اگز 
n nx x

n
...

! !
1 0

1
   

n nn n n
x x x n

n

! ! !
... !

! !!
1 2 0

2 11
 

pجَاة هؼبدلِ ثبضذ ٍ   x0اگز  x| inدر  p، آًگبُ تَاى 0
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ی یک است.  اظبفِ ثِ !nدر  pثزاثز تَاى  pحذاقل تَاى  

tpیؼٌی اگز  n| tp، ّزیک اس جولات دیگز ثز ! tpّب ًیش ثز  پذیز است. پس هجوَع آى ثخص  1 nپذیز است. ٍلی  ثخص 1 ثز  !
tp  است.دّذ کِ فزض اٍلیِ هب اضتجبُ ثَدُ  پذیز ًیست. تٌبقط حبصل ًطبى هی ثخص 1
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 ّبی آى ًسجت ثِ سِ ظلغ  ٌِقزی d1 ،d2  ٍd3ذ،ـبضـبدار ثـیک خػ ٍف dآضکبر است کِ ّز ارتفبع خؽی ٍفبدار است. حبل اگز        -6

، Mثبضذ ٍ  d1 ،d2  ٍd3ی تقبؼغ   ًقؽِ Pّبی آى ًسجت ثِ سِ ظلغ ثبضٌذ،  قزیٌِ d1 ،d2  ٍd3ی تقبؼغ  ًقؽِ Pثبضٌذ،              

N  ٍO  پبّبی ػوَد اسP ٌِّبی  ثِ سِ ظلغ هثلث ثبضٌذ آضکبر است کِ قزیP  ًسجت ثِ سِ ظلغ رٍی خػd گیزًذ پس  قزار هی

M ،N  ٍO  رٍی خؽی هَاسی خػD گیزًذ.  قزار هی 

گیزد. اس ؼزفی ؼجق خبصیت خػ سِوسَى، هجبًس خػ  ی هحیؽی هثلث قزار هی رٍی دایزُ Pسِوسَى،  ی درًتیجِ ؼجق قعیِ

ONM  ثِ هزکشP گذرد. پس خػ ٍفبدار ثبیذ اس هحل تلاقی ارتفبػبت هثلث ثگذرد  ، اس هحل تلاقی ارتفبػبت هی2تجبًس  ٍ ًسجت

خؽی است ٍفبدار. حبل اگز هحل تلاقی ارتفبػبت دٍ هثلث یکسبى ثبضذ، ّز خػ کِ اس ایي ًقؽِ ثگذرد ثزای ّز دٍ هثلث ٍفبدار است 

ّبی دٍ هثلث دًٍقؽِ هتوبیش ثبضٌذ، فقػ خؽی کِ اس ایي دًٍقؽِ  لاقی ارتفبعّب ًبهتٌبّی است. ٍ اگز هحل ت ٍ درًتیجِ تؼذاد آى

 تَاًذ ثزای ّز دٍ ٍفبدار ثبضذ. گذرد، هی هی

 

 


